1.5 Funkcja i twierdzenie Eulera

Rozpoczniemy do definicji funkeji Eulera. Jesli n jest dodatnig liczba catko-
wita, to przez ¢(n) oznaczamy liczbe elementéow zbioru

Uy, :={a€[0,n—1]:ged(a,n) =1},

a wiec liczbe reszt z dzielenia przez n, ktore sa wzglednie pierwsze z n. Za-
uwazmy, ze p(n) > 0 dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n. Réwnowaznie,
U, # @ dla kazdego n. Istotnie, jesli n > 1, to 1 € U,, gdyz oczywiscie
ged(n, 1) = 1 oraz z zalozenia 0 < 1 < n. Gdy n = 1, to 0 € U, gdyz w
tym przypadku ged(0,n) = n = 1 oraz oczywiscie 0 < 0 < 1 = n. Zatem
otrzymujemy w ten sposob funkcje ¢: Ny — N, ktorg nazywamy funkcja
Eulera.

Dla malych liczb n wartosé ¢(n) funkeji Eulera mozemy znajdowaé bez-
posrednio z definicji. Na przyktad, ¢(8) = 4, gdyz sposrdd liczb 0, 1, 2, 3, 4,
5,617, tylko 1,3, 517 sa wzglednie pierwsze z 8 (w pozostatych przypadkach
mamy ged(0,8) = 8, ged(2,8) = 2 = ged(6,8) i ged(4, 8) = 4). Dla wiekszych
wartosci n powyzsza metoda jest nieefektywna, bedziemy wiec chcieli znalezé
szybszy sposob liczenia wartosci funkcji Eulera.

Pierwsza redukcje daje nastepujaca obserwacja.

Lemma 1.43. Jesli nqy, ..., ng s¢ dodatnimi liczbami catkowitymsi, ktore
sq parami wzglednie pierwsze (tj. ged(n;,n;) = 1, dla wszystkich par (i,j)
takich, ze 1 <1< j <k), to

p(nn---nk) = () - (ng).

Dowdd. Przypomnijmy, ze na mocy Chinskiego Twierdzenia o Resztach (Twier-
dzenie 1.40) funkcja

®: [0,n—1] = [0,ny — 1] x -+ x [0, — 1],
gdzie n :=ny - - - ng, dana wzorem
®(a) := (amodny,--- ,amodng),
jest bijekcja. Aby udowodnié¢ wzor
p(ny---ng) = @(na) - - p(ng)

wystarczy pokaza¢, ze obrazem zbioru U, przy bijekcji @ jest zbidr U,, x
- x Uy, tzn.
Q(a) e Uy, X -+ x Uy, < acl,.
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Z definicji (funkcji ® oraz zbioréw U,,, ..., U,,) wiemy, ze ®(a) € U,, X
- x U,, wtedy i tylko wtedy, gdy

ged(amodny,ny) =1,...,ged(amod ng, ng) = 1.

Z Lematu 1.21 wiemy jednak, ze ged(a mod m, m) = ged(a, m) dla kazdego
m, wiec powyzszy warunek jest rownowazny warunkowi

ged(a,ny) =1,...,ged(a,ng) = 1.

Teraz jednak mozemy skorzysta¢ z Wniosku 1.24, ktéry moéwi, ze w powyzszej
sytuacji
ged(a,ny -+ nyg) = 1.

Poniewaz z definicji nq - - - ny = n, oznacza to, ze a € U,, co konczy dowdd.

O]
7 Podstawowego Twierdzenia Arytmetyki wiadomo, ze jesli n jest dodat-
nig liczbg catkowita, to istnieja parami rézne liczby pierwsze pq, ..., pi oraz
dodatnie liczby catkowite my, ..., my takie, ze
n=pit--ppt. (1.1)
Jesli
ny = p71m> y N 1= pzlka
to rownos¢ (1.1) oznacza, ze n = ny ---ng. Ponadto, liczby ny, ..., n; sa
parami wzglednie pierwsze (gdyz liczby pi, . . ., px sa pierwsze i parami rézne),
wiec

©(n) = @(n1) - (nk)

na mocy udowodnionego powyzej Lematu 1.43. Brakujace wartosci funkcji
Eulera ¢(ny), ..., ¢(ng) mozna policzy¢ korzystajac z nastepujacego lematu.

Lemma 1.42. Jesli p jest liczbg pierwszq 1 m jest dodatnig liczbg catkowitq,

to

p™) =p" —p"

Przed dowodem powyzszego lematu sformutujemy ptynacy z niego wnio-
sek.

Whniosek 1.44. Jesli py, ..., pr sq¢ wszystkimi parami roznymi liczbami
pierwszymi dzielgcymi dodatniq liczbe calkowitq n, to

go(n)zn-(l—i)---(l—i). (1.2)

4 Dk
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Doktadnieg, jesli

dla dodatnich liczb catkowitych my, ..., my, to
p(n) = (" =) - (o =)
= (p1 = D"t (o — D

Dowdd. 7 rozwazan poprzedzajacych sformutowanie Lematu 1.42 wiemy, ze

p(n) = Pi") - e(py™). (1.5)
Poniewaz
p(i™) =P =) = = P
na mocy Lematu 1.43, wiec otrzymujemy wzér (1.3). Wylaczajac w powyz-
szych wyrazeniach p’f“_l, ey p?’fl, odpowiednio, otrzymujemy, ze

mk—l

o) = (pr— DY o) = (pr — Dp

wiec po podstawieniu do wzoru (1.5), otrzymujemy wzoér (1.4). Podobnie,
mamy

1 1
P =p”“<1 - —) P =pm’“(1 - —>,
e(p1™) 1 1 e(p™) k e
skad
1 1
W= (1= 1) (- 1),
p(n) 1 k n e
Poniewaz z zatozenia p{™ - - - p;"* = n, wiec otrzymujemy wzoér (1.2). O

Wréémy teraz do dowodu Lematu 1.42.

Dowod Lematu 1.42. Policzymy ile sposréd liczb 0, 1, ..., p™ — 1 nie nalezy
do zbioru U,m, a wiec nie jest wzglednie pierwszych z p™. Poniewaz p jest
liczbg pierwsza, wiec ged(k,p) # 1 wtedy i tylko wtedy, gdy p | k. Wérdd
liczb 1, 2, ..., p"™ —1 co p-ta liczba jest podzielna przez p, a wiec takich liczb
jest |25 |. Ponadto ged(0,p™) = p™ > 1, gdyz m > 0. Zatem 0 nie nalezy
do U,m. Ostatecznie reszt nienalezacych do Upm jest

e o Yy
p p

Poniewaz reszt z dzielenia przez p™ jest p™, wiec warto$¢ funkcji Eulera dla
p™ jest réwna p™ — p™ L O



Naszym drugim celem w tym wyktadzie jest udowodnienie nastepujacego
twierdzenia.

Twierdzenie 1.46 (Euler). Jesli n jest dodatnig liczbg calkowitq, a a jest
liczbg catkowitq wzglednie pierwszq z n, to

a?™ =1 (mod n).

W dowodzie korzysta¢ bedziemy miedzy innymi z nastepujacego faktu,
ktory teraz przypomnimy bez dowodu.

Lemma 1.37. (2) Jesli n jest dodatnig liczbg calkowitq oraz z, y i z sq
liczbami calkowitymi takimi, ze x-y = x-z (mod n) iged(z,n) =1, toy = 2

(mod n).

Dowdd. Oznaczmy op(n) przez m, tj. m = @(n). Niech by, ..., b, beda
wszystkimi parami réznymi resztami z dzielenia przez n, ktére sa wzglednie
pierwsze z n, tzn.

Up={b1,...,bn}. (1.6)

Dla i = 1,...,m, niech ¢; bedzie reszta z dzielenia a - b; przez n, tzn. ¢; 1=
(a - b;) mod n. Pokazemy, ze

{c1,..,em} ={b1,.... b} (1.7)

Ustalmy ¢ € {1,...,m}. Poniewaz z zalozenia ged(a,n) = 1 = ged(b;, n),
wiec ged(a-b;, n) = 1 na mocy Wniosku 1.24. Poniewaz ged((a-b;) modn,n) =
ged(a - b;,n) na mocy Lematu 1.21, wiec otrzymujemy, ze ged(c;,n) = 1, a
wiec ¢; € U, (gdyz oczywiscie 0 < ¢; < n). Podsumowujac,

{c1,...,cm} C U,. (1.8)

Aby dokonczyé dowdd réwnodei (1.7) pokazemy teraz, ze ¢; # ¢j, gdy
i # j. Istotnie, jesli ¢; = ¢;, tzn. (a-b;) modn = (a-b;) modn, to a-b; = a- b,
(mod n) na mocy Faktu 1.35. Korzystajac z Lematu 1.37(2) dla = a,
y = b, 1 z = ¢, otrzymujemy zatem, ze b; = b; (mod n), co oznacza, ze
b;modn = b;modn, na mocy Faktu 1.35. Poniewaz, 0 < b;,b; < n, wigc
b;modn = b; i bmodn = b; (na mocy Wniosku 1.15), zatem dostajemy
b; = b;. Poniewaz jednak liczby by, ..., by, sa parami rézne, wigc oznacza to,
ze © = j. Podsumowujgc, pokazalismy, ze jesli ¢; = ¢;, to ¢ = j. Innymi stowy,
jesli ¢ # j, to ¢; # ¢, co chcielidmy udowodnic.
Poniewaz, jak wtasnie pokazalismy, liczby ¢y, ..., ¢, sa parami rozne,
wiec
et .o, em}] = m.
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Zatem z definicji liczby m oraz funkcji Eulera mamy
ety o semtl =m=p(n) = |Uy,|.

Poniewaz dodatkowo
{c1,...,en} C U,

(patrz (1.8)), wiec ostatecznie

{c1,...,cm} = U,.

Wykorzystujac dodatkowo réwnosé
Up=1{b1,...,bn}

(patrz (1.6)), mamy zapowiadana réwnosé

{Cl,...,Cm}:{bl,...7bm}.

Poniewaz liczby ¢y, ..., ¢, sa parami rézne, podobnie jak liczby by, ...,
b, wiec powyzsza réwnos¢ implikuje, ze

CL- Cp=by-by.

Ale z definicji i Faktu 1.35 ¢; = a - by (mod n), ..., ¢, = a- b, (mod n),
wiec
crorem=(a-b)---(a-by)=0b--bra™ (mod m)

na mocy Lematu 1.37(1). Powyzsze dwa réwnania prowadza wiec do wniosku,
ze

by« -bpa™ =by--- by (mod n).

Korzystajac z Lematu 1.37(2) dla © = by (pamigtajac, ze ged(by,n) = 1),
y=by---bpa™iz="0by---by, otrzymujemy, ze

by bpa™ =by---by,  (mod n).

Analogicznie,
by bpa™ =bz---b, (mod n).

Kontynuujac, otrzymujemy, ze
a”=1 (mod n),

co nalezalo udowodnié¢, gdyz m = p(n). O



